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S. A. BOGATYI, E. A. KUDRYAVTSEVA, H. Z IE SCHANG
ON INTERSECTIONS OF CLOSED CURVES ON SURFACES
The problem on the minimal number (with respect to deformation) of
intersection points of two closed curves on a surface is solved. Following the
Nielsen approach, we define classes of intersection points and essential classes
of intersection points, which “are preserved under deformation” and whose
total number is called the Nielsen number. If each Nielsen class consists of a
unique point and has a non-vanishing index after a suitable deformation of
the pair of curves, one says that the Wecken property holds. We compute the
minimal number of intersection points in terms of the Nielsen numbers and the
Reidemeister numbers. In particular, we prove that the Wecken property does
not hold for some pairs of closed curves. Moreover, all the non-vanishing indices
of the Nielsen classes equal ±1, while the non-vanishing Jezierski semi-indices
equal 1. Similar questions are studied for the self-intersection problem of a curve
on a surface.
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О ПЕРЕСЕЧЕНИЯХ ЗАМКНУТЫХ КРИВЫХ
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2В работе решена задача о минимальном (относительно де-
формации) числе точек пересечения двух замкнутых кривых
на поверхности. Следуя Нильсену, определяются классы точек
пересечения и существенные классы точек пересечения, которые
“сохраняются при деформации” и число которых называется
числом Нильсена. Если все классы Нильсена состоят из одной
точки и имеют ненулевой индекс после подходящей деформации
пары кривых, говорят, что выполнено свойство Векена. Вычис-
лено минимальное число точек пересечения в терминах чисел
Нильсена и чисел Райдемайстера. В частности, мы доказываем,
что свойство Векена выполнено не для любых пар замкнутых
кривых. Более того, отличные от нуля индексы классов Нильсе-
на равны ±1, а отличные от нуля полуиндексы Езерского равны
1. Такие же вопросы изучены для задачи о самопересечении
кривой на поверхности.
§ 1. ВВЕДЕНИЕ
Изучение задачи о совпадении для пары отображений двумерного
тора в поверхность [1] привело авторов к исследованию свойства Ве-
кена в задачах о пересечении и самопересечении замкнутых кривых
на поверхностях, а также к исследованию некоторых топологических
свойств (существенность, “специальность”, “тривиальность”) классов
Нильсена точек пересечения и самопересечения. В данной работе мы
полностью решаем задачи о пересечении и самопересечении замкну-
тых кривых на поверхностях. Ответы даются в терминах чисел Ниль-
сена и чисел Райдемайстера задач о пересечении и самопересечении.
В частности, мы показываем, что свойство Векена выполнено не для
любых замкнутых кривых и пар замкнутых кривых.
Опишем задачу о пересечении. Даны два непрерывных отображе-
ния f1 : X1 → Y , f2 : X2 → Y между топологическими простран-
ствами. Возникает задача о нахождении представителей гомотопи-
ческих классов этих отображений, у которых число точек пересече-
ния минимально среди всех пар представителей классов [f1] и [f2].
В частности, нужно найти минимальное число точек пересечения
гомотопических классов [f1] и [f2]:
MI[f1, f2] := min
f ′1≃f1,f
′
2≃f2
|int (f ′1, f
′
2)|,
где ≃ означает гомотопность отображений,
int (f1, f2) := {(x1, x2) ∈ X1 ×X2 | f1(x1) = f2(x2)}.
3Подчеркнем, что под точкой пересечения (x1, x2) ∈ int (f1, f2) мы
понимаем точку декартова произведения X1 ×X2 , а не ее проекции
на сомножители X1 и X2 и не их образ в Y . Для решения этой
задачи, следуя подходу Я. Нильсена [2], разумно разбить множество
точек пересечения отображений f1 и f2 на классы: две точки (x1, x2),
(x′1, x
′
2) пересечения принадлежат одному классу Нильсена, если су-
ществует пара путей αi : [0, 1] → Xi , i = 1, 2, со свойствами
αi(0) = xi, αi(1) = x
′
i, i = 1, 2, f1 ◦ α1 ≃∂ f2 ◦ α2.
Здесь ≃∂ означает, что при гомотопии образы концов остаются на
месте.
Если X1, X2, Y являются многообразиями размерностей dimXi =
ni и dimY = n = n1 + n2 , можно вести индекс изолированной
точки пересечения. Например, для изолированной точки пересечения
(x01, x
0
2) ∈ int (f1, f2) мы возьмем окрестности UX1 , UX2 и UY точек x
0
1 ,
x02 и y
0 = f1(x
0
1) = f2(x
0
2) соответственно, так, что (x
0
1, x
0
2) является
единственной точкой пересечения в UX1 × UX2 и fi(UXi) ⊂ UY . Эти
три окрестности отождествляются с единичными шарами Dni ⊂ Rni
и Dn ⊂ Rn при помощи (сохраняющих ориентацию, если X1 , X2
и Y ориентированы) гомеоморфизмов UXi → D
ni и UY → D
n ,
переводящих точки x0i и y
0 в центры шаров, i = 1, 2. Степень
отображения
Γ: ∂(Dn1 ×Dn2) ∼= Sn−1 → Sn−1, (x1, x2) 7→
f1(x1)− f2(x2)
|f1(x1)− f2(x2)|
(1)
называется индексом ind(x01,x02)(f1, f2) точки пересечения (x
0
1, x
0
2); она
не зависит от выбора окрестностей и меняет знак, если меняется
ориентация в UX1 или в UX2 или в UY . (Если X1 или X2 или Y
неориентируемо, индекс определяется по модулю 2.) Индекс можно
определить для множеств точек пересечения; например, индекс ко-
нечного множества изолированных точек пересечения равен сумме
индексов точек этого множества. Ю. Езерский [3, 4] определил по-
луиндекс класса Нильсена (для задачи о совпадении), см. определе-
ние 1 (d, e), который принимает значения в Z+ и является более
тонким инвариантом, чем индекс, если X1 или X2 или Y неориен-
тируемо. Если X1, X2 и Y ориентируемы, полуиндекс класса равен
абсолютному значению индекса этого класса; если X1 или X2 или Y
неориентируемо, индекс получается из полуиндекса проектированием
Z+ в Z2 .
Класс Нильсена точек пересечения называется существенным,
если его индекс не нуль. Число NI[f1, f2] существенных классов
4точек пересечения называется числом Нильсена пары f1 и f2 для
задачи о пересечении. Существенный класс точек пересечения “со-
храняется при гомотопии”, не меняя индекс. Поэтому число Нильсена
NI[f1, f2] является инвариантом пары гомотопических классов [f1],
[f2]. Ясно, что MI[f1, f2] ≥ NI[f1, f1]. Если числа MI[f1, f2] и
NI[f1, f2] совпадают, говорят, что выполняется свойство Векена [5]
для задачи о пересечении пары f1 и f2 . В этом случае существуют
отображения f ′1 ≃ f1 и f
′
2 ≃ f2 , для которых каждый класс Нильсена
точек пересечения является существенным и содержит ровно одну
точку. Отметим, что рассматриваемая во многих работах [6, 7, 8] за-
дача о корнях для отображения f1 : X1 → Y между многообразиями
совпадает с задачей пересечения для пары отображений (f1, f2), где
f2 : X2 → Y и X2 одноточечно.
Важная теорема Добренько и Кухарского [9] (см. также [10])
состоит в том, что для ориентируемых компактных многообразий
размерностей dimX1 = n1 , dimX2 = n2 и dimY = n = n1 + n2
любая пара непрерывных отображений обладает свойством Веке-
на для задачи о пересечении в предположении max{n1, n2} 6= 2.
Последнее предположение нельзя отбросить, как показало решение
задачи о корнях в размерности два [6, 7, 8], равносильной задаче
о пересечении в размерностях (n1, n2) = (2, 0). В размерностях
n1 = n2 = 2 свойство Векена выполнено и доказывается аналогично
случаю n1, n2 ≥ 3 при помощи аналога трюка Уитни [11, 12, 13, 9, 10],
при этом каждый двумерный “диск Уитни” имеет, вообще говоря,
точки самопересечения и точки пересечения с f1(X1) и f2(X2), одна-
ко от этих пересечений можно избавиться при помощи деформации
отображений f1 и f2 посредством “пальцевых движений” Кассона
(при которой не возникают новые точки пересечения f1 и f2 , а
лишь точки самопересечения). Интересно отметить, что для задачи
о совпадении отображений между поверхностями, тесно связанной
с задачей о пересечении в размерностях n1 = n2 = 2, свойство
Векена не всегда выполнено [14, 15, 16, 7], и здесь выявление пар со
свойством Векена удалось только в специальных случаях, например,
когда отображения являются гомеоморфизмами [17, 18], или когда
Y является сферой, проективной плоскостью или тором [19, 20, 21],
или когда одно из отображений является константным (задача о
корнях) [6, 7, 8], или когда X является тором [1].
С задачей о пересечении тесно связана задача о самопересечении.
Для непрерывного отображения f : X → Y между топологичес-
кими пространствами множеством самопересечения назовем мно-
жество int (f) := {(x1, x2) ∈ (X × X) \ ∆ | f(x1) = f(x2)}, где
∆ := {(x, x) | x ∈ X} — диагональ. Аналогично возникает задача о
5минимальном числе точек самопересечения гомотопического класса
[f ]:
MI[f ] := min
f ′≃f
|int (f ′)|.
Опять для изучения этой задачи разумно разбить точки самопере-
сечения отображения f на классы: две точки (x1, x2), (x
′
1, x
′
2) само-
пересечения принадлежат одному классу Нильсена, если существует
пара путей α1, α2 : [0, 1] → X со свойствами
αi(0) = xi, αi(1) = x
′
i, i = 1, 2, f ◦ α1 ≃∂ f ◦ α2.
Понятия индекса точки самопересечения, существенного класса
Нильсена, числа NI[f ] и свойства Векена для отображения замк-
нутого n-мерного многообразия X в 2n-мерное многообразие Y
определяются как в задаче о пересечении. Подчеркнем, что точ-
ка самопересечения (x1, x2) ∈ int (f) является упорядоченной па-
рой (x1, x2), т.е. элементом пространства (X × X) \ ∆. Рассмот-
рение неупорядоченной пары {x1, x2}, т.е. элемента пространства
(exp2X) \X
∼= ((X ×X) \∆)/(x1, x2) ∼ (x2, x1), дает другое понятие
точки самопересечения. В настоящей работе такая точка самопересе-
чения {x1, x2} называется геометрической точкой самопересечения,
а минимальное число геометрических точек самопересечения гомо-
топического класса [f ] обозначается через MIgeom[f ]. Для геомет-
рических точек самопересечения аналогично определяются эквива-
лентность по Нильсену, индекс, существенный класс Нильсена, число
Нильсена NIgeom[f ] и свойство Векена.
Подчеркнем, что int (f) 6= int (f, f), а лишь int (f) ⊂ int (f, f).
Кроме того, в задаче о пересечении для пары отображений (f, f)
отображения f1 = f и f2 = f деформируются независимо, поэтому
нет очевидной связи между числами MI[f ] и MI[f, f ], а также
между числами NI[f ] и NI[f, f ].
Уитни доказал, что любое n-мерное замкнутое многообразие вло-
жимо в R2n , и предложил метод, позволяющий доказать свойство
Векена MI[f ] = NI[f ] и MIgeom[f ] = NIgeom[f ] в задаче о самопе-
ресечении для отображения n-мерного замкнутого многообразия X
в 2n-мерное многообразие Y при n ≥ 3 [22] (см. также [12, 13]).
Этот метод называется трюком Уитни и применяется во многих
работах [23]. При n = 2 существуют отображения, для которых
свойство Векена не выполнено [24].
В теореме 1 и следствии 3 мы решаем задачу о самопересечении
для замкнутой кривой на поверхности (случай n = 1) и даем крите-
рий справедливости свойства Векена для заданной кривой. Мы также
6доказываем, что отличные от нуля полуиндексы классов Нильсена
точек самопересечения (и геометрических точек самопересечения)
равны 1, и находим минимальное число классов Нильсена, являю-
щихся существенными и/или специальными и/или тривиальными.
Оказывается, что на связной поверхности выполнено свойство Векена
для любой замкнутой кривой в том и только том случае, когда эта
поверхность гомеоморфна плоскости, сфере или проективной плоско-
сти (т.е. имеет конечную фундаментальную группу). Таким образом,
свойство Векена для задачи о самопересечении при n = 1 не всегда
справедливо.
В теореме 2 мы решаем задачу о пересечении для пары замкну-
тых кривых на поверхности (т.е. в размерностях n1 = n2 = 1) и даем
критерий справедливости свойства Векена для такой пары кривых.
Мы также доказываем, что отличные от нуля полуиндексы классов
Нильсена точек пересечения равны 1, и находим минимальное число
классов Нильсена, являющихся существенными и/или специальны-
ми. Оказывается, что на связной поверхности выполнено свойство
Векена для любой пары замкнутых кривых в том и только том
случае, когда эта поверхность ориентируема или гомеоморфна RP 2 .
В частности, на любой неориентируемой связной поверхности, отлич-
ной от RP 2 , имеются пары кривых, которые не обладают свойством
Векена для задачи о пересечении.
С помощью теорем 1(a) и 2 настоящей работы, включая утвер-
ждения о существенных, специальных и тривиальном классах Ниль-
сена точек самопересечения и пересечения, авторами решена задача о
совпадении для пар отображений двумерного тора в поверхность [1,
теоремы 1.1 и 3.6]. Методы, используемые в настоящей работе, ос-
нованы на наблюдении Пуанкаре [25, с. 465-475], состоящем в том,
что на компактной связной поверхности неположительной эйлеровой
характеристики минимальное число точек (само)пересечения имеют
кривые, являющиеся кратчайшими относительно гиперболической
римановой метрики. Часть результатов настоящей статьи (см. тео-
ремы 1 (a) и 2 (a)) была получена Тураевым и Виро [26] с исполь-
зованием этого наблюдения. Для замкнутых кривых на ориентиру-
емых поверхностях задачи о самопересечении и пересечении реше-
ны в работах [27, 28] в терминах классов эквивалентности точек
(само)пересечения, целиком состоящих либо из классов Нильсена
(для задачи о пересечении), либо из классов строгой эквивалент-
ности по Нильсену (для задачи о самопересечении), где индексы
классов принимают значения в Z. Алгоритмы, выясняющие, можно
ли продеформировать данные замкнутые кривые на поверхности в
кривые без (само)пересечений, имеются в [29, 30, 31, 32, 33, 34].
7В задачах о пересечении и самопересечении незамкнутых кривых с
закрепленными концами на крае поверхности свойство Векена было
доказано Тураевым [35], см. также [36, 37].
Результаты настоящей статьи и упомянутые выше результа-
ты показывают, что в задаче о пересечении пары отображений
fi : X
ni
i → Y
n1+n2 , i = 1, 2, n1 ≤ n2 , между замкнуты-
ми многообразиями открытым остается только случай размерно-
стей (n1, n2) = (1, 2), а в задаче о самопересечении отображения
f : Xn → Y 2n между многообразиями – только “двумерный” случай
n = 2 (изучаемый, например, в [38]). По-видимому, нерешенными
являются также задачи о минимальном числе точек самопересече-
ния регулярных кривых на поверхности S среди регулярных кривых
данного класса регулярной гомотопии, а также о нижней оценке
числа самопересечения для нестягиваемых кривых, гомотопические
классы которых принадлежат фиксированной подгруппе H ⊂ π1(S),
например, H = 〈〈g〉〉, нормальное замыкание элемента g ∈ π1(S).
Статья имеет следующее строение. В §2 даются основные опреде-
ления задач пересечения и самопересечения в “одномерном” случае,
а также мотивируется введение нами более тонких понятий, чем
приведенные выше. В §3 решаются задачи о минимальном числе
точек (само)пересечения для кривых на цилиндре и листе Мебиуса
(леммы 2, 3 и следствия 1, 2). В §4 вводятся понятия специальных
кривых и специальных пар кривых. В §5 и 6 решаются задачи о
минимальном числе точек самопересечения и пересечения для за-
мкнутых кривых на поверхностях (теоремы 1, 2 и следствие 3).
Авторы благодарны Д.Л. Гонсалвесу за указание на работу [4]
и У. Кошорке за указание определения “строго эквивалентных” по
Нильсену точек самопересечения кривых, см. определение 1 (b).
§ 2. ОСНОВНЫЕ ОПРЕДЕЛЕНИЯ
Основные понятия, введенные в данном разделе — это описан-
ные в §1 понятия эквивалентность по Нильсену точек пересечения
или самопересечения, индекс класса Нильсена, существенный класс
Нильсена, число Нильсена и свойство Векена. Этих понятий доста-
точно для полного решения задач о пересечении и самопересечении
замкнутых кривых на поверхности. Другие (более тонкие) понятия
и инварианты не являются основными и введены нами для изучения
следующих вопросов.
1) В работе [1] использованы без доказательства некоторые топо-
логические свойства классов Нильсена точек пересечения и самопе-
ресечения. Для доказательства этих свойств мы вводим и изучаем
8следующие классы Нильсена: (i) специальные классы Нильсена точек
(само)пересечения; (ii) тривиальный класс Нильсена точек самопе-
ресечения.
2) Как показывают полученные нами ответы в задачах о само-
пересечении и пересечении (теоремы 1 и 2), свойство Векена невы-
полнено для некоторых замкнутых кривых и пар замкнутых кривых.
Возникает задача об изучении тех классов Нильсена точек самопе-
ресечения или пересечения, которые содержат пары эквивалентных
точек с противоположными индексами. Мы изучаем топологические
свойства этих классов: показываем, что они являются (строго) спе-
циальными, см. определение 1 (c), и в случае точек самопересечения
исследуем, сколько из этих классов являются (строго) геометрически
специальными. Мы также изучаем геометрические свойства этих
классов: вычисляем их индексы, полуиндексы и наименьшее число
точек в каждом классе; выясняем, какие из них являются существен-
ными, а какие (строго) дефективными.
3) Так как свойство Векена невыполнено (см. выше), представ-
ляется естественной задача о введении более тонкого отношения
эквивалентности на множестве точек (само)пересечения, чем экви-
валентность по Нильсену, а также более тонкого понятия индекса
класса, и об изучении выполнения аналога свойства Векена для
полученных более тонких инвариантов. В связи с этим мы вво-
дим следующие понятия: (i) строго эквивалентные по Нильсену
точки самопересечения; (ii) полуиндекс класса Нильсена точки (са-
мо)пересечения и необходимые для него понятия самосокращающей
точки (само)пересечения и дефективного класса Нильсена; (iii) гео-
метрическая точка самопересечения, индекс ее класса Нильсена
(число Нильсена для геометрических точек самопересечения оказы-
вается более тонким инвариантом, чем число Нильсена для точек
самопересечения, см. замечание 2 и абзацы, расположенные до и
после следствия 3) и естественно возникающее понятие геометри-
чески специальной точки самопересечения; (iv) полуиндекс класса
Нильсена геометрической точки самопересечения и необходимые для
него понятия самосокращающей и геометрически самосокращающей
точек самопересечения, дефективного класса геометрических точек
самопересечения. Мы показываем, что соответствующие “более тон-
кие” числа Нильсена NI∗[γ1, γ2] и NI
∗[γ], к сожалению, совпадают
с обычными (рассмотренными в §1), поэтому даже для этих более
тонких инвариантов аналог свойства Векена невыполнен.
Замкнутая кривая на многообразии называется сохраняющей ори-
ентацию, если локальная ориентация многообразия сохраняется при
непрерывном перенесении ориентации вдоль этой кривой. В против-
9γ ◦ α2
γ ◦ α1
• γ(v1) = γ(v2)
• γ(v′1) = γ(v′2)
γ ◦ α
• γ(v) = γ(v′)
Рис. 1. Возникновение эквивалентных
точек самопересечения
Рис. 2. Возникновение тривиальной
точки самопересечения
ном случае замкнутая кривая называется меняющей ориентацию.
При общей деформации пары замкнутых кривых γ1, γ2 : S
1 → S
на поверхности S точки пересечения сохраняются, лишь слегка де-
формируясь, за исключением некоторых значений параметра гомо-
топии, при которых происходит возникновение/уничтожение па-
ры точек (см. рис. 1). При общей деформации замкнутой кривой
γ : S1 → S возможно также возникновение/уничтожение одной точ-
ки самопересечения (см. рис. 2).
Окружность S1 далее рассматривается как абелева группа R/Z,
образ числа t ∈ R при проекции R→ R/Z = S1 обозначается через t.
О п р е д е л е н и е 1. (a) Назовем точкой пересечения кри-
вых γ1, γ2 : S
1 → S любую пару (v1, v2) ∈ S
1 × S1 со свой-
ством γ1(v1) = γ2(v2). Аналогично точкой самопересечения кривой
γ : S1 → S называется любая пара (v1, v2) ∈ S
1×S1 , v1 6= v2 , со свой-
ством γ(v1) = γ(v2). Через MI[γ1, γ2] обозначим минимальное число
точек пересечения кривых γ′1 и γ
′
2 среди всех пар кривых (γ
′
1, γ
′
2),
γ′i ≃ γi . Минимальное число MI[γ] точек самопересечения кривой γ
определяется как минимальное число точек самопересечения среди
всех кривых γ′ ≃ γ .∗
(b) Точки пересечения (v1, v2) и (v
′
1, v
′
2) кривых γ1, γ2 называют
эквивалентными по Нильсену, если существуют пути αi : [0, 1]→ S
1 ,
i = 1, 2, со свойствами
αi(0) = vi, αi(1) = v
′
i, γ1 ◦ α1 ≃∂ γ2 ◦ α2. (2)
∗ В этом определении имеется своя тонкость, а именно, для точки самопересе-
чения (v1, v2) ∈ S
1 × S1 кривой γ точка (v2, v1) ∈ S
1 × S1 тоже является точкой
самопересечения этой же кривой, и обе точки учитываются в числе MI[γ], хотя
их образы в S совпадают.
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Аналогично точки самопересечения (v1, v2) и (v
′
1, v
′
2) кривой γ назо-
вем эквивалентными по Нильсену, если они являются эквивалент-
ными по Нильсену точками пересечения пары кривых γ, γ . Если при
этом α1(t) 6= α2(t) для любого t ∈ [0, 1], то точки самопересече-
ния (v1, v2) и (v
′
1, v
′
2) назовем строго эквивалентными по Нильсену.
Строго эквивалентные точки самопересечения показаны на рис. 1
справа.
Точка самопересечения (v1, v2) называется тривиальной или эк-
вивалентной нулю, если существует путь α : [0, 1]→ S1 со свойства-
ми
α(0) = v1, α(1) = v2, γ ◦ α ≃∂ 0.
Тривиальная точка самопересечения показана на рис. 2 справа. Три-
виальные точки самопересечения образуют класс Нильсена, который
будем называть тривиальным классом Нильсена; он может быть
пустым.
Точку самопересечения (v1, v2) кривой γ назовем геометрически
специальной, если она эквивалентна точке (v2, v1). Если при этом
соответствующая петля γ ◦ α1 сохраняет ориентацию для некоторой
пары путей α1, α2 в (2), точку самопересечения назовем геометриче-
ски самосокращающей.
(c) Следуя [1, определение 2.2 (c, d)], мы назовем точку пере-
сечения (v1, v2) кривых γ1, γ2 специальной
†, если существует пара
чисел p, q ∈ Z, (p, q) 6= (0, 0), такая, что замкнутые пути
δ1(t) := γ1(v1 + pt) и δ2(t) := γ2(v2 + qt), 0 ≤ t ≤ 1,
гомотопны относительно концов на поверхности S . Если при этом
петля δ1 меняет ориентацию для некоторой пары p, q, точка пере-
сечения называется самосокращающей (этот термин введен в [4] для
задачи о совпадении). Можно показать, что точка, эквивалентная
специальной или самосокращающей, тоже является специальной или
самосокращающей соответственно; поэтому корректно определены
специальные классы Нильсена и дефективные классы Нильсена то-
чек пересечения (класс Нильсена называется дефективным, если он
состоит из самосокращающих точек [4]).
† Определение специальной точки пересечения допускает следующую перефор-
мулировку: точка пересечения является неспециальной в том и только том случае,
когда для любой эквивалентной ей точки гомотопический класс (относительно
концов) каждого пути αi на S
1 из определения 1 (b) определен однозначно,
i = 1, 2, т.е. не зависит от выбора пары путей α1, α2 .
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Точку самопересечения кривой γ , а также ее класс Нильсена,
назовем специальной, если она является специальной точкой пересе-
чения пары кривых γ, γ . Аналогично точку самопересечения кривой
γ назовем самосокращающей, а ее класс Нильсена дефективным, если
она является самосокращающей точкой пересечения пары кривых
γ, γ .
Если в определении специальной (соответственно геометрически
специальной) точки самопересечения наложить условие p = q 6= 0
(соответственно условие строгой эквивалентности), получим поня-
тия строго специальной, строго самосокращающей (соответственно
строго геометрически специальной, строго геометрически самосо-
кращающей) точек самопересечения. Можно показать, что если точ-
ка самопересечения является строго специальной (соответственно
строго самосокращающей, строго геометрически специальной, строго
геометрически самосокращающей), то все точки ее класса Нильсена
тоже являются таковыми; поэтому корректно определены строго
специальные классы Нильсена, строго дефективные классы Нильсе-
на (т.е. состоящие из строго самосокращающих точек) и строго гео-
метрически специальные классы Нильсена точек самопересечения.
(d) Индекс изолированной точки и класса точек пересечения
кривых γ1, γ2 : S
1 → S на поверхности S определим как в (1) для
X1 = X2 = S
1 , Y = S .‡ Индекс класса Нильсена точек пересече-
ния принимает значения или в группе Z в случае ориентированной
поверхности S , или в группе Z2 = Z/2Z в случае неориентируемой
поверхности S (а также в случае индекса по модулю 2), или в
Z+ = {k ∈ Z | k ≥ 0} в случае так называемого полуиндекса [3, 4],
определенного чуть ниже. Класс Нильсена точек пересечения на-
зывается существенным, если его индекс не нуль; число Нильсена
NI[γ1, γ2] точек пересечения является числом существенных классов.
Число классов Нильсена, имеющих ненулевой полуиндекс, обозначим
через NI∗[γ1, γ2]. Ясно, что
MI[γ1, γ2] ≥ NI
∗[γ1, γ2] ≥ NI[γ1, γ2].
Если числа MI[γ1, γ2] и NI[γ1, γ2] совпадают, мы скажем, что выпол-
няется свойство Векена для задачи о пересечении (см. замечание 2
ниже).
‡Можно показать, что индекс изолированной точки пересечения кривых равен
0, если в этой точке пересечение несобственное, т.е. устранимо малым шевелением
кривых. В случае собственного пересечения индекс точки (t1, t2) равен 1, если
положительная полуветвь γ2|(t2,t2+ε) второй кривой лежит “слева” от ветви
γ1|(t1−ε,t1+ε) первой кривой, и равен −1 в противном случае. Здесь ε – малое
положительное число.
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Если класс Нильсена дефективен (см. (c)), его полуиндекс опре-
деляется как образ mod 2-индекса при вложении Z2 = Z/2Z →֒ Z+ ,
переводящем 2Z 7→ 0, 1 + 2Z 7→ 1. Для недефективного класса
Нильсена точек пересечения кривых γ1, γ2 , состоящего из изолиро-
ванных точек пересечения, полуиндекс определяется как абсолютное
значение суммы индексов точек пересечения из этого класса, где ин-
дексы точек пересечения определяются при помощи “согласованных”
локальных ориентаций поверхности. А именно, локальная ориента-
ция в точке γ1(v
′
1) = γ2(v
′
2), с помощью которой определяется индекс
точки пересечения (v′1, v
′
2), получается из локальной ориентации в
точке γ1(v1) = γ2(v2), с помощью которой определяется индекс точ-
ки пересечения (v1, v2), перенесением вдоль соответствующего пути
γ1 ◦ α1 , см. (2). Полуиндекс класса Нильсена не зависит от выбора
пары путей αi из (b) в силу недефективности этого класса.
Для замкнутой кривой γ на S таким же путем определяются
понятия индекса нетривиального (см. (b)) класса Нильсена точек
самопересечения (индекс тривиального класса полагается равным
нулю), существенного класса точек самопересечения, числа Нильсена
NI[γ] точек самопересечения, свойства Векена для задачи о самопе-
ресечении. Полуиндекс нетривиального класса Нильсена точек само-
пересечения определяется с использованием понятия дефективного
класса точек самопересечения. При рассмотрении классов строгой
эквивалентности по Нильсену точек самопересечения (см. (b)) по-
лучаются аналогичные понятия, при этом для определения полуин-
декса класса строгой эквивалентности используется понятие строго
дефективного класса Нильсена точек самопересечения, см. (c). Число
классов строгой эквивалентности по Нильсену, имеющих ненулевой
полуиндекс, обозначим через NI∗[γ]. Конечно,
MI[γ] ≥ NI∗[γ] ≥ NI[γ]
и числа Нильсена NI[γ] и NI∗[γ] являются инвариантами свободного
гомотопического класса замкнутой кривой.
(e) Пусть (v1, v2) — точка самопересечения кривой γ . Неупоря-
доченную пару {v1, v2} назовем геометрической точкой самопересе-
чения γ . Геометрические точки самопересечения {v1, v2} и {v
′
1, v
′
2}
назовем эквивалентными по Нильсену, если точка (v1, v2) эквива-
лентна (v′1, v
′
2) или (v
′
2, v
′
1). Индекс геометрической точки самопе-
ресечения и ее класса Нильсена определим по модулю 2 (т.е. ин-
декс геометрической точки равен 1, если самопересечение собствен-
ное, и индекс равен 0, если самопересечение несобственное). Обо-
значим через MIgeom[γ] минимальное число геометрических точек
самопересечения кривой γ′ среди всех кривых γ′ ≃ γ (очевидно,
13
MIgeom[γ] =
1
2MI[γ]); через NIgeom[γ] – число существенных классов
Нильсена геометрических точек самопересечения γ .
Полуиндекс класса Нильсена геометрических точек самопересе-
чения определим аналогично (d). А именно, класс Нильсена геомет-
рической точки самопересечения {v1, v2} назовем дефективным, если
точка самопересечения (v1, v2) является самосокращающей или гео-
метрически самосокращающей (см. (b, c)). Для дефективных классов
определим полуиндекс при помощи mod 2-индекса, а для недефек-
тивных классов определим полуиндекс так. Полуиндекс класса Ниль-
сена геометрической точки самопересечения {v1, v2} определяется
либо как полуиндекс класса Нильсена точки самопересечения (v1, v2)
(см. (d)), если точка (v1, v2) не является геометрически специальной
(см. (b)), либо как половина этого полуиндекса, если точка (v1, v2)
является геометрически специальной.
Аналогично определяются классы строго эквивалентных по
Нильсену геометрических точек самопересечения; индекс такого
класса определяется по модулю 2, а полуиндекс определяется так.
Класс Нильсена геометрической точки самопересечения {v1, v2} на-
зовем строго дефективным, если точка самопересечения (v1, v2) яв-
ляется строго самосокращающей или строго геометрически самосо-
кращающей, см. (c). Если класс строгой эквивалентности геометри-
ческой точки самопересечения {v1, v2} строго дефективен, его полу-
индекс определяется при помощи mod 2-индекса. Если этот класс не
является строго дефективным, его полуиндекс определяется либо как
полуиндекс класса строгой эквивалентности точки самопересечения
(v1, v2) (см. (d)), если точка (v1, v2) не является строго геометрически
специальной (см. (c)), либо как половина этого полуиндекса, если
точка (v1, v2) является строго геометрически специальной. Число
классов строгой эквивалентности геометрических точек, имеющих
ненулевой полуиндекс, обозначим через NI∗geom[γ]. Конечно,
MIgeom[γ] ≥ NI
∗
geom[γ] ≥ NIgeom[γ]
и геометрические числа Нильсена NIgeom[γ] и NI
∗
geom[γ] являются
инвариантами свободного гомотопического класса замкнутой кривой.
Определения 1 (b, c) эквивалентных точек (само)пересечения,
специальной и самосокращающей точек (само)пересечения, а также
тривиальной, геометрически специальной и геометрически самосо-
кращающей точек самопересечения и их “строгих” аналогов допуска-
ют следующую переформулировку.
Л е м м а 1. Пусть γ, γ1, γ2 : [0, 1]→ S — замкнутые кривые.
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(a) Каждой точке пересечения (v1, v2) кривых γ1 и γ2 , v1, v2 ∈
[0, 1), сопоставим путь γv1,v2 = γ1|[0,v1]γ2|
−1
[0,v2]
, ведущий из точки
γ1(0) в точку γ2(0) на S . Тогда верны следующие критерии:
(v1, v2), (v
′
1, v
′
2) эквивалентны ⇐⇒ ∃p, q ∈ Z : γv1,v2 ≃∂ γ
p
1γv′1,v′2γ
q
2;
(v1, v2) специальна ⇐⇒ ∃(p, q) ∈ Z
2 \ {(0, 0)} : γv1,v2 ≃∂ γ
p
1γv1,v2γ
q
2 ;
(v1, v2) самосокр. ⇐⇒ (v1, v2) специальна и γ
p
1 меняет ориентацию.
(b) Каждой точке самопересечения (v1, v2) кривой γ , v1, v2 ∈
[0, 1), сопоставим замкнутый путь γv1,v2 := γ|[0,v1]γ|
−1
[0,v2]
на S . Тогда
γv1,v2 ≃∂ γ
−1
v2,v1 и верны следующие критерии:
(v1, v2), (v
′
1, v
′
2) эквивалентны ⇐⇒ ∃p, q ∈ Z : γv1,v2 ≃∂ γ
pγv′1,v′2γ
q;
(v1, v2) тривиальна ⇐⇒ γv1,v2 ≃∂ γ
p для некоторого p ∈ Z;
(v1, v2) специальна ⇐⇒ ∃(p, q) ∈ Z
2 \ {(0, 0)} : γv1,v2 ≃∂ γ
pγv1,v2γ
q;
(v1, v2) геом. специальна ⇐⇒ ∃p, q ∈ Z : γv1,v2 ≃∂ γ
pγ−1v1,v2γ
q;
(v1, v2) самосокр. ⇐⇒ (v1, v2) специальна и γ
q меняет ориентацию;
(v1, v2) геом. самосокр. ⇐⇒
{
(v1, v2) геом. специальна и
γ−qγv1,v2 сохраняет ориентацию;
(v1, v2), (v
′
1, v
′
2) эквивалентны
∗ ⇐⇒ ∃q ∈ Z : γv1,v2 ≃∂ γ
−qˆγv′1,v′2γ
q;
(v1, v2) специальна
∗ ⇐⇒ ∃q ∈ Z \ {0} : γv1,v2 ≃∂ γ
−qγv1,v2γ
q;
(v1, v2) геом. специальна
∗ ⇐⇒ ∃q ∈ Z : γv1,v2 ≃∂ γ
η−qγ−1v1,v2γ
q;
(v1, v2) самосокр.
∗ ⇐⇒ (v1, v2) специальна
∗ и γq меняет ориент.;
(v1, v2) геом. самосокр.
∗ ⇐⇒
{
(v1, v2) геом. специальна
∗ и
γ−qγv1,v2 сохраняет ориентацию,
где последние пять критериев относятся к строго эквивалентным
по Нильсену точкам самопересечения и соответствующим поняти-
ям: строго специальной, строго геометрически специальной и т.п.
точкам самопересечения, где звездочка ∗ означает “строго”. Здесь
η := sgn (v2 − v1), ηi := sgn (v
′
i − vi + ε), i = 1, 2, 0 < ε ≪ 1,
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qˆ := q + (η1 − η2)/2 − 1 в случае расположения точек на отрез-
ке [0, 1] в циклическом порядке v1, v
′
1, v
′
2, v2 (возможно v1 = v
′
1),
qˆ := q + (η1 − η2)/2 + 1 при расположении точек в обратном
циклическом порядке (возможно v2 = v
′
2), qˆ := q + (η1 − η2)/2 в
остальных случаях.
В настоящей работе нам понядобятся лишь критерии эквивалент-
ности точек (само)пересечения (см. первую формулу леммы 1 (a, b)),
доказательство которых не представляет труда. Переформулировки
остальных понятий приведены в лемме 1 для полноты изложения.
П р и м е р. Из леммы 1 легко видно, что тривиальная точ-
ка самопересечения кривой γ является специальной, строго специ-
альной, геометрически специальной и геометрически самосокраща-
ющей. Тривиальная точка является строго геометрически специаль-
ной (соответственно строго геометрически самосокращающей, само-
сокращающей, строго самосокращающей) тогда и только тогда, когда
кривая γ стягиваема (соответственно стягиваема, меняет ориента-
цию, меняет ориентацию).
З а м е ч а н и е 1. Инволюция (v1, v2) 7→ (v2, v1) на множестве
int (γ) точек самопересечения переводит классы Нильсена в классы
Нильсена, поэтому она индуцирует инволюцию на множестве классов
Нильсена точек самопересечения. Эта инволюция переводит сущест-
венные классы Нильсена в существенные, специальные в специаль-
ные, дефективные в дефективные, а тривиальный класс оставляет на
месте. Заметим, что любой класс, оставляемый инволюцией на месте,
является mod 2-несущественным (так как точки в таком классе
возникают парами: (v1, v2) ∼ (v2, v1)). Поэтому геометрически специ-
альные (т.е. инвариантные относительно инволюции int (γ)→ int (γ),
(v1, v2) 7→ (v2, v1)) классы Нильсена точек самопересечения не явля-
ются mod 2-существенными. Отметим, что тривиальный класс по
нашему определению несуществен.
З а м е ч а н и е 2. Если отличные от нуля полуиндексы классов
Нильсена равны 1 (что, в действительности, имеет место по теоремам
1 и 2), то понятие существенного класса Нильсена (а потому и
число Нильсена) совпадает для рассмотренных в определении 1 (d)
трех типов индекса. Для чисел Нильсена, определенных с помощью
индексов в группе Z2 , легко проверяется цепочка неравенств
MI[γ] = 2MIgeom[γ] ≥ 2NIgeom[γ] ≥ NI[γ] (3)
(последнее неравенство следует из того, что mod 2-существенные
классы точек самопересечения не инвариантны относительно инво-
люции (v1, v2) 7→ (v2, v1), см. замечание 1). Значит, для любой
16
замкнутой кривой γ , обладающей свойством Векена MI[γ] = NI[γ]
для точек самопересечения, верно равенство NI[γ] = 2NIgeom[γ] и
выполнено свойство Векена для геометрических точек самопересе-
чения: MIgeom[γ] = NIgeom[γ].
О п р е д е л е н и е 2. (a) Классами Райдемайстера замкнутой
кривой γ назовем двусторонние смежные классы ZγgZγ , g ∈
π1(S, γ(0)), группы π1(S, γ(0)) по циклической подгруппе Zγ , порож-
денной гомотопическим классом кривой γ . Число RI[γ] классов
Райдемайстера назовем числом Райдемайстера для самопересечения
замкнутой кривой γ . Подмножества вида (ZγgZγ)∪(Zγg
−1Zγ) группы
π1(S, γ(0)) назовем геометрическими классами Райдемайстера для
самопересечения замкнутой кривой γ . Число геометрических классов
Райдемайстера обозначим через RIgeom[γ].
(b) Для задачи о пересечении можно ввести похожие по-
нятия: Классы Райдемайстера пары замкнутых кривых γ1, γ2 с
γ1(0) = γ2(0) являются двусторонними смежными классами Zγ1gZγ2
по циклическим подгруппам Zγ1 , Zγ2 . Число RI[γ1, γ2] классов Райде-
майстера назовем числом Райдемайстера для пересечения замкнутых
кривых γ1, γ2 .
Из первой формулы леммы 1 (a, b) следует, что для любой пары
кривых γ′1, γ
′
2 , такой, что γ
′
1 ≃ γ1 , γ
′
2 ≃ γ2 и γ
′
1(0) = γ
′
2(0),
имеется взаимно-однозначное соответствие между классами Нильсе-
на точек пересечения γ′1, γ
′
2 и некоторыми классами Райдемайстера
пары кривых γ1, γ2 . Аналогично, для любой кривой γ
′ ≃ γ имеется
взаимно-однозначное соответствие между классами Нильсена точек
самопересечения γ′ и некоторыми классами Райдемайстера кривой
γ , и аналогично для геометрических классов. Следовательно,
NI[γ] ≤ RI[γ], NI[γ1, γ2] ≤ RI[γ1, γ2], NIgeom[γ] ≤ RIgeom[γ].
§ 3. ЗАМКНУТЫЕ КРИВЫЕ НА ЦИЛИНДРЕ И ЛИСТЕ МЕБИУСА
Для k ∈ Z положим
δ(k) :=
(−1)k + 1
2
=
{
0, если k нечетно,
1, если k четно. (4)
Следующие леммы показывают, что свойство Векена может на-
рушаться в задачах о точках пересечения и самопересечения кривых
на цилиндре и листе Мебиуса. Эти леммы являются ключевыми в
доказательстве теорем 1 (b) и 2 (b).
17
Л е м м а 2. Пусть γ, γ1, γ2 : S
1 → C – замкнутые кривые на
цилиндре C = S1× [−1, 1], и пусть k = deg(ρ◦γ) 6= 0, ki = deg(ρ◦γi),
где ρ : C → S1 – проекция. Тогда любой класс Нильсена точек само-
пересечения или пересечения несуществен (и даже недефективен и
имеет полуиндекс 0), и
MI[γ] = 2|k| − 2, NI∗[γ] = NI[γ] = 0, RI[γ] = |k|;
MI[γ1, γ2] = NI
∗[γ1, γ2] = NI[γ1, γ2] = 0,
RI[γ1, γ2] =
{
∞, если k1 = k2 = 0,
gcd(k1, k2), если |k1|+ |k2| > 0.
Более того, кривая γ имеет не менее |k| − 1 классов Нильсена
точек самопересечения, каждый из которых не совпадает с три-
виальным и содержит не менее двух (строго эквивалентных, см.
определение 1 (b)) точек самопересечения, хотя несуществен (и
даже недефективен и имеет полуиндекс 0); в точности δ(k) из
этих классов является геометрически специальным (и даже со-
стоящим из строго геометрически самосокращающих точек), см.
определение 1 (b, c) и (4).
С л е д с т в и е 1. В условиях леммы 2 для замкнутой кривой
γ : S1 → C на цилиндре отличные от нуля полуиндексы классов
геометрических точек самопересечения равны 1 и
MIgeom[γ] = |k| − 1, NI
∗
geom[γ] = NIgeom[γ] = δ(k),
RIgeom[γ] = [
|k|
2
] + 1.
Более того, кривая γ имеет не менее [ |k|2 ] классов Нильсена гео-
метрических точек самопересечения, отличных от тривиального;
в точности δ(k) из этих классов является (строго) геометрически
специальным (он существен и строго дефективен), а каждый из
остальных [ |k|−12 ] классов содержит не менее двух (строго эквива-
лентных) геометрических точек, хотя несуществен (и даже неде-
фективен и имеет полуиндекс 0).
Д о к а з а т е л ь с т в о леммы 2. Так как разные кривые можно
“развести” на разные компоненты края цилиндра, MI[γ1, γ2] = 0.
Следовательно, NI[γ1, γ2] = 0. Так как группа π1(C) = Z абелева,
число Райдемайстера RI[γ1, γ2] равно числу элементов факторгруп-
пы группы Z по подгруппе, порожденной числами k1, k2 . Отсюда сле-
дует, что RI[γ1, γ2] = gcd(k1, k2) при (k1, k2) 6= (0, 0), RI[γ1, γ2] = ∞
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для k1 = k2 = 0. Решение задачи о самопересечении разобьем на
несколько шагов.
Шаг 1. Рассмотрим какую-нибудь кривую γ′ ≃ γ , имеющую
MI[γ] точек самопересечения, т.е. минимальное число точек само-
пересечения. Каждую кривую γ′ на цилиндре, имеющую конечное
число точек самопересечения, можно продеформировать — с сохра-
нением точек самопересечения и их разбиения на классы Нильсена —
так, чтобы точки γ′(0) и γ′(1/2) принадлежали разным компонентам
края цилиндра. Поэтому мы можем и будем считать, что точки γ′(0)
и γ′(1/2) принадлежат разным компонентам края цилиндра. Кривая
γ′ состоит из двух незамкнутых дуг δ1 := γ
′|[0,1/2] и δ2 := γ
′|[1/2,1] , где
начало одной дуги является концом другой и наоборот, и эти точки
принадлежат разным компонентам края цилиндра.
Для вычисления минимального числа MI[γ] точек самопересе-
чения кривой γ рассмотрим задачу о минимальном числе MI[δ1, δ2]
точек пересечения дуг δ′1, δ
′
2 в гомотопических классах дуг δ1, δ2 с
фиксированными концами; в процессе гомотопии концы дуг остаются
неподвижными и, в частности, принадлежащими краю цилиндра. За-
метим, что δ1 6≃∂ δ2 , так как k 6= 0. Известно, что в этой задаче о пе-
ресечении справедливо свойство Векена, а минимальное число точек
пересечения в данных классах гомотопии имеют кривые, являющиеся
кратчайшими относительно некоторой плоской римановой метрики
на цилиндре, см., например, [35, теорема II] или [36, theorem 2.11],
где MI[δ1, δ2] = k(δ1, δ2), NI[δ1, δ2] = |λ(δ1, δ2)| = |λ˜(δ1, δ2)|. Отсюда
легко находим
MI[δ1, δ2] = NI[δ1, δ2] = |k|+ 1.
Следовательно, дуги δ1 и δ2 имеют не менее |k|+1 точек пересечения,
из которых две точки (0, 1) и (1/2, 1/2) отвечают концам дуг. Так
как любой точке пересечения кроме указанных двух точек отвечает
пара точек самопересечения кривой γ′ , то MI[γ] = 2(MI[δ1, δ2]− 2).
Отсюда следует требуемое равенство MI[γ] = 2(|k| − 1).
Шаг 2. Для вычисления числа Нильсена NI[γ] сопоставим
каждой точке самопересечения (v1, v2) кривой γ замкнутый путь
γv1,v2 = γ|[0,v1] · γ|
−1
[0,v2]
и целое число gv1,v2 := deg(ρ ◦ γv1,v2), где
ρ : C → S1 – проекция. С учетом первой формулы леммы 1 (b)
и изоморфизма ρ# : π1(C) → π1(S
1) ∼= Z, точки самопересечения
(v1, v2) и (v
′
1, v
′
2) эквивалентны в том и только том случае, когда
k | (gv1,v2 − gv′1,v′2). Следовательно, классы Нильсена точек само-
пересечения (v1, v2) кривой γ находятся во взаимно-однозначном
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соответствии с образами чисел gv1,v2 при проекции Z→ Z/|k|Z, i 7→ i
mod |k|.
Рассмотрим кратчайшие дуги δ′1, δ
′
2 в гомотопических классах
δ′1 ≃∂ δ1, δ
′
2 ≃∂ δ2
относительно какой-нибудь плоской римановой метрики на цилиндре.
Соответствующая замкнутая кривая γ′ = δ′1 ·δ
′
2 имеет 2(|k|−1) точек
самопересечения; отвечающие им 2(|k|−1) чисел gv1,v2 образуют мно-
жество {±1,±2, . . . ,±(|k| − 1)}; при этом точка, отвечающая числу
±i, имеет индекс ±1 при подходящем выборе ориентации цилиндра.
Так как указанное множество чисел распадается на пары чисел вида
{i,−(|k| − i)}, равных в группе Z/|k|Z, то отвечающие каждой паре
чисел точки самопересечения кривой γ′ образуют класс Нильсена
и имеют противоположные индексы. Поэтому все классы Нильсена
несущественны, т.е. NI[γ] = 0. Так как цилиндр ориентируем, все
классы недефективны, а потому имеют полуиндекс 0.
Шаг 3. Покажем, что для любого i ∈ {1, 2, . . . , |k| − 1} кривая γ
имеет не менее двух точек самопересечения в классе Нильсена, отве-
чающем элементу i mod |k| ∈ Z/|k|Z, см. шаг 2. Как на шаге 1, каж-
дую (но уже не обязательно имеющую MI[γ] точек самопересечения)
кривую γ′′ ≃ γ , имеющую конечное число точек самопересечения,
можно продеформировать — с сохранением точек самопересечения и
их разбиения на классы Нильсена — так, чтобы точки γ′′(0) и γ′′(1/2)
принадлежали разным компонентам ∂C , после чего можно разбить
ее на две (не обязательно простые) дуги: γ′′ = δ′′1 · δ
′′
2 . Каждая точка
самопересечения кривой γ′′ отвечает либо точке самопересечения
одной из дуг δ′′1 или δ
′′
2 , либо точке пересечения ровно одной из пар
дуг (δ′′1 , δ
′′
2 ) или (δ
′′
2 , δ
′′
1 ); эквивалентным точкам пересечения любой
из пар дуг отвечают эквивалентные (и даже строго эквивалентные)
точки самопересечения кривой γ′′ .
Аналогично шагу 2 любой точке пересечения (v1, v2) пары дуг
δ′′1 , δ
′′
2 сопоставим замкнутый путь δv1,v2 = δ
′′
1 |[0,v1] · δ
′′
2 |
−1
[1/2,v2]
и це-
лое число gv1,v2 := deg(ρ ◦ δv1,v2). Известно [36], что точки пере-
сечения (v1, v2) и (v
′
1, v
′
2) дуг δ
′′
1 , δ
′′
2 эквивалентны в том и только
том случае, когда δv1,v2 ≃∂ δv′1,v′2 (последнее равносильно равенству
gv1,v2 = gv′1,v′2 ); поэтому указанное сопоставление индуцирует инъ-
ективное сопоставление целых чисел классам Нильсена точек пере-
сечения пары дуг δ′′1 , δ
′′
2 ; класс эквивалентности точки пересечения
(v1, v2) будем называть gv1,v2 -м классом.
Рассмотрим описанное выше сопоставление целых чисел клас-
сам Нильсена точек пересечения пары дуг δ′′1 , δ
′′
2 (соответственно
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пары дуг δ′′2 , δ
′′
1 ). Тогда существенным классам сопоставляются числа
1, 2, . . . , |k| − 1 (соответственно числа −1,−2, . . . ,−(|k| − 1)). При
этом точке пересечения i-го класса пары (δ′′1 , δ
′′
2) и точке пересе-
чения −(|k| − i)-го класса пары (δ′′2 , δ
′′
1) отвечают две разные точ-
ки самопересечения кривой γ′′ одного класса Нильсена i mod |k|
(1 ≤ i ≤ |k| − 1). Непосредственная проверка показывает, что такие
две точки самопересечения кривой γ′′ строго эквивалентны. Так как
i – любое целое число в интервале 1 ≤ i ≤ |k|−1, то кривая γ′′ имеет
не менее |k| − 1 классов Нильсена точек самопересечения, причем в
каждом классе не менее двух строго эквивалентных точек.
Шаг 4. В силу второй формулы леммы 1 (b) точки самопересече-
ния, отвечающие рассматриваемым классам, нетривиальны, так как
k ∤ gv1,v2 . Точка самопересечения (v1, v2) геометрически специальна (а
потому и геометрически самосокращающая ввиду ориентируемости
цилиндра), если gv1,v2 = |k|/2. Последнее выполнено при четном k
для |k|/2-го класса пары (δ′′1 , δ
′′
2 ) и для −|k|/2-го класса пары (δ
′′
2 , δ
′′
1 ),
а потому при четном k существует геометрически специальный класс
точек самопересечения кривой γ′′ . Любая его точка (v1, v2) строго
геометрически специальна (а потому и строго геометрически самосо-
кращающая ввиду ориентируемости цилиндра), так как она строго
эквивалентна точке (v2, v1), см. выше.
Так как группа π1(C) = Z абелева, число Райдемайстера RI[γ]
равно числу элементов факторгруппы группы Z по подгруппе, по-
рожденной числом k. Отсюда следует, что RI[γ] = |k|.
Л е м м а 3. Пусть γ, γ1, γ2 : S
1 → M – замкнутые кривые на
листе Мебиуса M , и пусть k = deg(ρ ◦ γ) 6= 0, ki = deg(ρ ◦ γi),
где ρ : M → S1 – стандартное расслоение со слоем отрезок. Тогда
RI[γ] = |k|,
MI[γ] =
{
|k| − 2, 2 | k,
|k| − 1, 2 ∤ k;
NI∗[γ] = NI[γ] =
{
0, 2 | k,
|k| − 1, 2 ∤ k;
MI[γ1, γ2] =
{
0, если 2 | k1k2,
min{|k1|, |k2|}, если 2 ∤ k1k2;
NI∗[γ1, γ2] = NI[γ1, γ2] =
{
0, если 2 | k1k2,
gcd(k1, k2), если 2 ∤ k1k2;
RI[γ1, γ2] =
{
∞, если k1 = k2 = 0,
gcd(k1, k2), если |k1|+ |k2| > 0.
Если k нечетно, то выполнено свойство Векена, все классы
Нильсена точек самопересечения строго дефективны и не являют-
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ся геометрически специальными, а все классы кроме тривиального
существенны (см. определение 1(b, c)).
Если k четно, то любой класс точек самопересечения несуще-
ствен (и даже недефективен и имеет полуиндекс 0); существует
не менее |k2 |−1 классов Нильсена, каждый из которых не совпадает
с тривиальным и содержит не менее двух (строго эквивалентных)
точек самопересечения, хотя несуществен (и даже недефективен
и имеет полуиндекс 0); в точности δ(k/2) из этих |k2 | − 1 клас-
сов является геометрически специальным (и даже состоящим из
строго геометрически самосокращающих точек), см. (4) и определе-
ние 1 (b, c).
При четном k1k2 выполнено свойство Векена, кривые γ1, γ2 гомо-
топны непересекающимся кривым, а все классы Нильсена недефек-
тивны (и несущественны). При нечетном k1k2 кривые γ1, γ2 имеют
в точности gcd(k1, k2) классов Нильсена точек пересечения; каж-
дый из этих классов существен и содержит не менее min{|k1|,|k2|}gcd(k1,k2)
точек пересечения, хотя дефективен.
С л е д с т в и е 2. В условиях леммы 3 для замкнутой кривой
γ : S1 → M на листе Мебиуса отличные от нуля полуиндексы
классов геометрических точек самопересечения равны 1 и
MIgeom[γ] = [
|k| − 1
2
], RIgeom[γ] = [
|k|
2
] + 1,
NI∗geom[γ] = NIgeom[γ] =
{
δ(k2 ), если k четно,
|k|−1
2 , если k нечетно.
Если k нечетно, то выполнено свойство Векена, все классы
Нильсена геометрических точек самопересечения строго дефектив-
ны, а все классы кроме тривиального существенны.
Если k четно, то кривая γ имеет не менее [|k|/4] классов гео-
метрических точек самопересечения, отличных от тривиального; в
точности δ(k/2) из этих классов является (строго) геометрически
специальным (он существен и строго дефективен), а каждый из
остальных [(|k| − 2)/4] классов содержит не менее двух (строго
эквивалентных) геометрических точек, хотя несуществен (и даже
недефективен и имеет полуиндекс 0).
Д о к а з а т е л ь с т в о леммы 3. Пусть k четно. С использо-
ванием поднятия γ˜ кривой γ на двулистное накрытие C → M
листа Мебиуса M цилиндром C , из леммы 2 получаем неравенство
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Рис. 3. Специальная кривая
γ ≃ γ60
Рис. 4. Неспециальная кривая
γ ≃ γ−70
MI[γ] ≥ MI[γ˜] = |k| − 2. Оно является равенством, что доказы-
вается предъявлением подходящей кривой γ′ ≃ γ , см. рис. 3. Так
как γ сохраняет ориентацию, все классы Нильсена недефективны.
Поскольку MI[γ] = MI[γ˜], из свойств накрытий и из леммы 2
следуют равенства NI[γ] = NI[γ˜] = 0; равенство нулю полуиндексов
всех классов Нильсена. Из леммы 2 получаем также существование
не менее |k|/2 − 1 нетрививальных классов, каждый из которых
недефективен и содержит не менее двух строго эквивалентных точек
самопересечения; среди них существование в точности δ(k) геомет-
рически специального класса; существенность этого класса и то, что
его точки являются строго геометрически самосокращающими.
Пусть k нечетно. Покажем, что MI[γ] = NI[γ] = |k| − 1.
Обозначим через γ0 центральную окружность листа Мебиуса. Разъ-
единим концы кривой γ и продеформируем ее в простую кривую
γ′ , идущую “параллельно” кривой γ0 “по спирали”, как показано
на рис. 4. При такой “намотке” кривая γ′ обходит |k| > 1 раз
вокруг γ0 и, следовательно, остается незамкнутой. “Замкнем” кривую
γ′ коротким отрезком σ , пересекающим γ0 в единственной точке
γ0(v); получим замкнутую кривую γ
′′ = γ′ · σ , гомотопную γ , см.
рис. 4. По построению (незамкнутые) кривые γ′, σ не имеют точек
самопересечения и пересекаются в |k|−12 точках, не считая концов.
Так как все эти точки определяют точки самопересечения кривой
γ′′ , то кривая γ′′ имеет |k| − 1 точек самопересечения. Покажем, что
эти точки попарно неэквивалентны (а потому не являются геомет-
рически специальными) и нетривиальны. Сопоставим этим точкам
целые числа gv1,v2 аналогично шагу 2 доказательства леммы 2. То-
гда попарная неэквивалентность следует из того, что |k| − 1 чисел
±2,±4, . . . ,±(|k| − 1) попарно различны в факторгруппе Z/|k|Z, а
нетривиальность — из того, что эти числа отличны от нуля в Z/|k|Z.
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Каждая из этих точек является строго самосокращающей (а ее класс
строго дефективным) ввиду ее специальности и того, что γ меняет
ориентацию.
Пусть k1k2 четно. Тогда одно из чисел k1, k2 четно, скажем,
k1 . Значит, кривая γ1 гомотопна некоторой степени границы листа
Мебиуса. Продеформируем кривую γ1 к границе, а кривую γ2 — к
центральной окружности листа Мебиуса. Получим пару непересека-
ющихся кривых, поэтому MI[γ1, γ2] = NI[γ1, γ2] = 0. Недефектив-
ность классов Нильсена следует из того, что одна из кривых γ1, γ2
сохраняет ориентацию.
Пусть k1k2 нечетно. Разобьем доказательство на несколько шагов,
аналогичных шагам доказательства леммы 2.
Шаг 1. Докажем равенство MI[γ1, γ2] = min{|k1|, |k2|}. Рассмот-
рим пару кривых (γ′1, γ
′
2), γ
′
1 ≃ γ1 , γ
′
2 ≃ γ2 , имеющих минимальное
число точек пересечения, т.е. MI[γ1, γ2] точек пересечения. Как в
доказательстве леммы 2 (шаги 1 и 3), каждую пару кривых γ′1, γ
′
2 на
листе Мебиуса, имеющую конечное число точек пересечения, можно
продеформировать — с сохранением точек пересечения и их разбие-
ния на классы Нильсена — так, чтобы одна из кривых γ′1, γ
′
2 имела
общую точку с ∂M , а другая кривая лежала внутри M . Пусть для
определенности γ′2(0) ∈ ∂M , γ
′
1(t) ∈M \∂M . Рассмотрим ориентируе-
мое двулистное накрытие C = M˜ →M листа Мебиуса M цилиндром
C , и пусть γ˜1, δ2 – поднятия кривых (γ
′
1)
2, γ′2 на это накрытие. Тогда
первая кривая γ˜1 замкнута, лежит во внутренности C = M˜ и гомо-
топна k1-ой степени центральной окружности цилиндра C . Вторая
кривая δ2 не является замкнутой и ее концы δ2(0), δ2(1) принадлежат
разным компонентам края цилиндра C = M˜ .
Рассмотрим задачу о минимальном числе MI[γ˜1, δ2] точек пере-
сечения замкнутой кривой γ˜′1 и дуги δ
′
2 на цилиндре в классах го-
мотопии замкнутой кривой γ˜1 и дуги δ2 с фиксированными концами
(в процессе гомотопии концы дуги остаются неподвижными). Как
и в задаче о пересечении двух дуг δ1, δ2 (см. шаг 1 доказательства
леммы 2), в этой задаче справедливо свойство Векена, и минимальное
число точек пересечения в данных классах гомотопии имеют кривые,
являющиеся кратчайшими относительно некоторой плоской римано-
вой метрики на цилиндре. Отсюда легко находим
MI[γ˜1, δ2] = NI[γ˜1, δ2] = |k1|.
Следовательно, кривые γ˜1, δ2 имеют не менее |k1| точек пересечения.
Так как разным точкам пересечения кривых γ˜1, δ2 отвечают
разные точки пересечения кривых γ′1, γ
′
2 , получаем неравенство
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MI[γ1, γ2] ≥ MI[γ˜1, δ2] = |k1| ≥ min{|k1|, |k2|}. Оно являет-
ся равенством MI[γ1, γ2] = min{|k1|, |k2|}, что доказывается пу-
тем предъявления подходящей пары кривых γ′1, γ
′
2 , имеющих ровно
|ki| = min{|k1|, |k2|} точек пересечения (например, γ
′
i = γ
ki
0 , а
γ′3−i – любая кривая, гомотопная γ3−i и пересекающая центральную
окружность γ0 листа Мебиуса в ровно одной точке).
Шаг 2. Для вычисления числа Нильсена NI[γ1, γ2] при нечетном
k1k2 сопоставим каждой точке пересечения (v1, v2) кривых γ1, γ2
путь γv1,v2 = γ1|[0,v1] · γ2|
−1
[0,v2]
, начинающийся в точке γ1(0) и за-
канчивающийся в точке γ2(0). Гомотопический класс (относительно
концов) этого пути обозначим через
gv1,v2 = [γv1,v2 ] ∈ π1(C, γ1(0), γ2(0))
∼= Z
и будем рассматривать как целое число. Из первой формулы лем-
мы 1 (a) следует, что точки пересечения (v1, v2) и (v
′
1, v
′
2) эквивалент-
ны в том и только том случае, когда число gv1,v2 − gv′1,v′2 является
целочисленной линейной комбинацией чисел k1 и k2 . Пусть для
простоты γ1(0) = γ2(0). Тогда классы Нильсена пары кривых γ1, γ2
находятся во взаимно-однозначном соответствии с образами чисел
gv1,v2 при проекции группы Z в группу Z/rZ, где r = gcd(k1, k2).
Обозначим через γ˜0 центральную окружность цилиндра. Рассмот-
рим кратчайшую замкнутую кривую γ˜′1 = γ˜
k1
0 и кратчайшую дугу δ
′
2
в классах гомотопии γ˜′1 ≃ γ˜1 , δ
′
2 ≃∂ δ2 относительно какой-нибудь
плоской римановой метрики на цилиндре, где в процессе гомотопии
пути δ2 его концы δ2(0), δ2(1) ∈ ∂C предполагаются неподвижны-
ми, см. шаг 1. Тогда кривые γ˜′1, δ
′
2 имеют |k1| точек пересечения;
отвечающие им |k1| чисел gv1,v2 образуют множество {2, 4, . . . , 2|k1|}.
Это множество распадается на r наборов из |k1|r чисел в каждом,
где числа каждого набора равны между собой в группе Z/rZ, а
элементы разных наборов различны в Z/rZ. Следовательно, для
кривых γ′1, γ
′
2 число классов Нильсена точек пересечения равно
NI[γ1, γ2] = r = gcd(k1, k2), и каждый класс Нильсена состоит
из нечетного числа |k1|r точек пересечения. Поэтому все классы
Нильсена существенны. Классы Нильсена дефективны, так как они
специальны и обе кривые γ1, γ2 меняют ориентацию.
Шаг 3. Формулы для RI[γ] и RI[γ1, γ2], а также то, что для любой
пары кривых, гомотопных паре γ1, γ2 , каждый класс Нильсена точек
пересечения содержит не менее min{|k1|,|k2|}gcd(k1,k2) точек, доказывается как
в доказательстве леммы 2 (шаги 3 и 4).
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§ 4. СПЕЦИАЛЬНЫЕ КРИВЫЕ И СПЕЦИАЛЬНЫЕ ПАРЫ КРИВЫХ
Вводимое ниже определение мотивировано тем, что в задаче о
(само)пересечении замкнутых кривых на поверхности свойство Ве-
кена выполнено для неспециальных кривых и неспециальных пар
привых, но оно нарушается для специальных кривых и специальных
пар кривых, причем за счет специальных классов Нильсена (см.
теоремы 1 и 2 ниже).
О п р е д е л е н и е 3. (a) Замкнутую кривую γ : S1 → S на
поверхности S назовем специальной, если γ сохраняет ориентацию,
нестягиваема и гомотопна собственной степени некоторой замкнутой
кривой γ0 на S , т.е. γ ≃ γ
k
0 для некоторого числа k ∈ Z, |k| > 1.
Здесь и далее γk0 (v) = γ0(kv), v ∈ S
1 .
(b) Пару замкнутых кривых γ1, γ2 : S
1 → S на поверхности S
назовем специальной, если обе кривые γ1, γ2 меняют ориентацию и
гомотопны степеням одной и той же замкнутой кривой γ на S , т.е.
γ1 ≃ γ
k , γ2 ≃ γ
ℓ для некоторых чисел k, ℓ ∈ Z.
З а м е ч а н и е 3. (a) Связная поверхность S содержит специ-
альную замкнутую кривую тогда и только тогда, когда ее фундамен-
тальная группа бесконечна (т.е. когда χ(S) ≤ 0, т.е. S не гомеоморф-
на плоскости, сфере и проективной плоскости). Если χ(S) > 0, то
любая замкнутая кривая на S неспециальна и гомотопна собственной
степени замкнутой кривой.
(b) Если либо S связна и χ(S) ≥ 0, либо кривая γ стягиваема
(соответственно одна из кривых γ1, γ2 стягиваема), то все точки
самопересечения и геометрические точки самопересечения (соответ-
ственно все точки пересечения) являются специальными, см. опреде-
ление 1 (c).
Для остальных связных поверхностей S , χ(S) < 0, любая кривая
γ ≃ γk0 имеет не более |k| специальных (а потому не более |k| − 1
нетривиальных специальных) классов Нильсена точек самопересе-
чения, а любая пара кривых γ1 ≃ γ
k1
0 , γ2 ≃ γ
k2
0 имеет не более
gcd(k1, k2) специальных классов Нильсена точек пересечения (здесь
k, k1, k2 ∈ Z, k 6= 0, (k1, k2) 6= (0, 0) и γ0 — замкнутая кривая, не
гомотопная собственной степени никакой замкнутой кривой на S).
При этом специальные точки (само)пересечения — в точности те,
которые поднимаются на накрытие поверхности S (гомеоморфное
цилиндру или листу Мебиуса), отвечающее циклической подгруппе
Zγ0 ⊂ π1(S, γ0(0)), см. доказательства теорем 1 и 2.
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(c) Можно показать, что если S — не бутылка Клейна, то для
специальной точки самопересечения (v1, v2) кривые γ(v1+ t) и γ(v2+
t), 0 ≤ t ≤ 1, гомотопны относительно концов; т.е. можно считать,
что p = q = 1 (для бутылки Клейна p = 1, q = ±1). Если S — не
бутылка Клейна и у пары замкнутых кривых γ1, γ2 на S имеется
специальная точка пересечения, то γ1 ≃ γ
k1
0 , γ2 ≃ γ
k2
0 для некоторых
замкнутой кривой γ0 и чисел k1, k2 ∈ Z.
§ 5. ЗАДАЧА О САМОПЕРЕСЕЧЕНИИ КРИВЫХ НА ПОВЕРХНОСТЯХ
Т е о р е м а 1. Пусть γ : S1 → S – замкнутая кривая на
поверхности S , не обязательно являющейся компактной. Тогда от-
личные от нуля полуиндексы классов Нильсена точек самопересече-
ния кривой γ равны 1. Более того:
(a) Неспециальная кривая γ обладает свойством Векена для
задачи о самопересечении:
MI[γ] = NI∗[γ] = NI[γ] .
Если при этом γ ≃ γk0 , где k ∈ Z \ {0}, и кривая γ0 негомотопна
собственной степени никакой замнутой кривой на S , то
MI[γ] = NI∗[γ] = NI[γ] = k2 ·NI[γ0] + |k| − 1
и ровно |k| − 1 существенных классов Нильсена точек самопересе-
чения кривой γ являются специальными, причем эти классы отлич-
ны от тривиального, строго дефективны и не являются геометри-
чески специальными (см. определение 1(b, c)).
(b) Специальная кривая γ гомотопна степени γk0 , k ∈ Z,
|k| > 1, где кривая γ0 сохраняет ориентацию или k четно, причем
γ0 негомотопна собственной степени никакой замнутой кривой на
S . Положим k′ = k, если γ0 сохраняет ориентацию, и k
′ = k2 , если
γ0 меняет ориентацию. Тогда все классы точек самопересечения
недефективны, все специальные классы несущественны и
MI[γ] = k2 ·NI[γ0] + 2(|k
′| − 1), NI∗[γ] = NI[γ] = k2 ·NI[γ0],
причем γ имеет не менее |k′| − 1 (строго) специальных классов
точек самопересечения, каждый из которых не совпадает с триви-
альным и содержит не менее двух (строго эквивалентных) точек,
хотя несуществен (и даже недефективен и имеет полуиндекс 0);
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в точности δ(k′) из этих |k′| − 1 классов является геометрически
специальным (и даже состоящим из строго геометрически самосо-
кращающих точек), см. (4) и определение 1 (b, c).
Согласно теореме 1, в задаче о самопересечении замкнутой кри-
вой γ свойство Векена выполняется в точности для неспециальных
кривых и для специальных кривых вида γ20 , где кривая γ0 меняет
ориентацию и негомотопна собственной степени никакой замкнутой
кривой.
С л е д с т в и е 3. В условиях теоремы 1 отличные от нуля по-
луиндексы классов Нильсена геометрических точек самопересечения
равны 1;
(a) для неспециальной кривой γ ≃ γk0 выполнено свойство Веке-
на
MIgeom[γ] = NI
∗
geom[γ] = NIgeom[γ] = k
2 ·NIgeom[γ0] +
|k| − 1
2
и ровно |k|−12 существенных классов специальны, причем эти классы
строго специальны, строго дефективны и отличны от тривиально-
го;
(b) для специальной кривой γ ≃ γk0 выполнено
MIgeom[γ] = k
2 ·NIgeom[γ0] + |k
′| − 1,
NI∗geom[γ] = NIgeom[γ] = k
2 ·NIgeom[γ0] + δ(k
′)
и ровно k2 · NIgeom[γ0] существенных классов неспециальны, где
k′ = k, если γ0 сохраняет ориентацию, и k
′ = k2 , если γ0 меняет
ориентацию, причем кривая γ имеет не менее [|k′|/2] (строго) спе-
циальных классов геометрических точек самопересечения, отлич-
ных от тривиального; в точности δ(k′) из этих классов является
(строго) геометрически специальным (он существен и строго де-
фективен), а каждый из остальных [(|k′| − 1)/2] классов содержит
не менее двух (строго эквивалентных) геометрических точек, хотя
несуществен (и даже недефективен и имеет полуиндекс 0).
Согласно следствию 3, свойство Векена для геометрических точек
самопересечения выполнено в точности для неспециальных кривых,
а также для специальных кривых вида γ40 (γ0 меняет ориентацию) и
γ20 , где γ0 не гомотопна степени никакой замкнутой кривой на S .
Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 1. Если S = RP 2 или кри-
вая γ стягиваема, то она неспециальна, и требуемое свойство
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MI[γ] = NI[γ] для этой кривой очевидно. Поэтому будем считать,
что S связна, |π1(S)| = ∞ и кривая γ нестягиваема. Так как образ
любой гомотопии кривой в S является компактным подмножеством
в S , можно считать, что S является компактной поверхностью (с
краем или без) и χ(S) ≤ 0. Известно, что в этом случае на S суще-
ствует риманова метрика, у которой кривизна всюду неположительна
и каждая компонента края является геодезической.
В силу допущенных предположений, существует замкнутая кри-
вая γ0 , не гомотопная собственной степени никакой замкнутой кри-
вой на S , такая, что γ ≃ γk0 , k ∈ Z, k > 0. Пусть γ
′
0 – кратчайшая
кривая, гомотопная кривой γ0 в S ; тогда γ
′
0 является замкнутой
геодезической (и наоборот: любая замкнутая геодезическая является
кратчайшей замкнутой кривой в своем классе гомотопии). При этом
в любой точке самопересечения геодезической γ′0 ее ветви пересе-
каются трансверсально (иначе кривая γ0 являлась бы собственной
степенью другой геодезической). Далее будем обозначать кривую γ′0
через γ0 , и будем считать, что γ = γ
k
0 .
Случай 1. Предположим, что k = 1, т.е. γ = γ0 . Если бы у γ суще-
ствовала специальная точка самопересечения или две эквивалентные
точки самопересечения (например, эквивалентные точки вида (v1, v2)
и (v2, v1)), то существовали бы два поднятия γ˜1, γ˜2 кривой γ в
универсальную накрывающую поверхность S˜ , имеющие две точки
трансверсального пересечения, либо одно из поднятий γ˜1, γ˜2 являлось
бы замкнутой кривой. Это противоречит тому факту, известному еще
Пуанкаре [25], что в полном односвязном римановом многообразии
неположительной секционной кривизны все геодезические незамкну-
ты и любые две из них либо совпадают, либо имеют не более одной
общей точки.
Следовательно, точки самопересечения кривой γ неспециальны,
попарно неэквивалентны (в том числе точки вида (v1, v2) и (v2, v1))
и имеют ненулевые индексы ±1, а значит, все классы Нильсена
существенны, нетривиальны и имеют полуиндекс 1. В частности,
геодезическая γ имеет ровно NI[γ] точек самопересечения (точки
вида (v1, v2) и (v2, v1) считаются разными), откуда MI[γ] ≤ NI[γ].
Следовательно, MI[γ] = NI[γ] и среди существенных классов нет
специальных (а потому нет тривиального).
Случай 2. Предположим, что k > 1. Пусть число точек самопере-
сечения кривой γ0 равно 2n (точки вида (v1, v2) и (v2, v1) считаются
различными). Из доказательства случая 1 следует, что
MI[γ0] = NI[γ0] = 2n .
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Как в доказательствах лемм 2 и 3, разъединим концы кривой γ
и продеформируем ее в простую кривую γ′ , которая идет “парал-
лельно” кривой γ0 “по спирали” (см. рис. 3, 4). При такой “намотке”
кривая γ′ обходит k > 1 раз вокруг γ0 и, следовательно, остается
незамкнутой. “Замкнем” кривую γ′ коротким отрезком σ ; получим
замкнутую кривую γ′′ = γ′ · σ , гомотопную γ .
По построению (незамкнутая) кривая γ′ имеет k2 · NI[γ0] точек
самопересечения. Если бы одна из этих точек являлась специаль-
ной точкой самопересечения кривой γ′′ или две из этих точек бы-
ли эквивалентны, то геодезическая γ0 имела бы либо специальную
точку самопересечения, либо тривиальную точку самопересечения,
либо две эквивалентные точки самопересечения, что противоречит
доказанному в случае 1. По построению (незамкнутая) кривая σ не
имеет точек самопересечения и пересекает (незамкнутую) кривую γ′
в
N :=
{
k−1
2 , если γ – неспециальная,
k′ − 1, если γ – специальная,
точках, причем все эти точки определяют специальные точки самопе-
ресечения кривой γ′′ = γ′ · σ . Следовательно, кривая γ′′ имеет
k2 ·NI[γ0] + 2N точек самопересечения, из которых k
2 ·NI[γ0] точек
неспециальны и попарно неэквивалентны, а остальные 2N точек
специальны.
В случае (a) осталось показать, что специальные точки кривой γ′′
тоже попарно неэквивалентны, а также нетривиальны и строго де-
фективны. Отсюда будет, в частности, следовать, что среди сущест-
венных классов Нильсена имеется ровно k2 ·NI[γ0] неспециальных и
2N = k − 1 специальных классов, причем нет тривиального класса и
что MI[γ] = NI[γ] = k2·NI[γ0]+k−1. В случае (b) осталось показать,
что любая кривая, гомотопная γ , имеет не менее k′ − 1 нетривиаль-
ных специальных классов Нильсена точек самопересечения, каждый
из которых содержит не менее двух (строго эквивалентных) точек,
недефективен и имеет полуиндекс 0, причем в точности δ(k′) из этих
|k′| − 1 классов состоит из строго геометрически самосокращающих
точек.
Пусть ∗ = γ0(0) – базисная точка поверхности S , [γ0] ∈ π1(S, ∗) –
гомотопический класс кривой γ0 в S , и пусть p : S˜ → S – накрытие
поверхности S с базисной точкой ∗˜ ∈ p−1(∗), отвечающее цикличе-
ской подгруппе p#π1(S˜, ∗˜) = 〈[γ0]〉 фундаментальной группы π1(S, ∗)
с образующей [γ0]. Обозначим через P цилиндр, если γ0 сохраняет
ориентацию, или лист Мебиуса, если γ0 меняет ориентацию. Посколь-
ку χ(S) ≤ 0, в π1(S, ∗) нет элементов конечного порядка; значит,
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π1(S˜, ∗˜) ≈ Z и S˜ гомеоморфно поверхности P \B без некоторого под-
множества края B ⊂ ∂P , причем поднятие γ˜0 кривой γ0 в S˜ является
центральной окружностью P . Так как кривая γ0 допускает поднятие
γ˜0 , то гомотопия γ
k
0 ≃ γ
′′ допускает поднятие (γ˜0)
k ≃ γ˜′′ . Ясно,
что если точка самопересечения кривой γ′′ “поднимается”, то она
является специальной и все эквивалентные ей точки самопересечения
тоже “поднимаются” и определяют специальные точки самопересе-
чения кривой γ˜′′ . Как следует из свойств накрытий, тривиальность
(или эквивалентность) этих точек по отношению к “поднятой” кривой
γ˜′′ равносильна их тривиальности (соответственно эквивалентности)
по отношению к самой кривой γ′′ .
(a) Поэтому достаточно показать, что точки самопересечения
“поднятой” кривой γ˜′′ на листе Мебиуса попарно неэквивалентны, а
также нетривиальны и строго дефективны — это следует из леммы 3.
Поэтому
MI[γ] = NI[γ] = k2 ·NI[γ0] + k − 1.
(b) Достаточно показать, что любая кривая на P , гомотопная
γ˜′′ , имеет не менее k′ − 1 нетривиальных классов Нильсена то-
чек самопересечения, каждый из которых содержит не менее двух
(строго эквивалентных) точек, недефективен и имеет полуиндекс 0,
причем в точности δ(k′) из этих |k′| − 1 классов состоит из строго
геометрически самосокращающих точек. Это следует из лемм 2 и 3
для сохраняющей ориентацию кривой γ .
§ 6. ЗАДАЧА О ПЕРЕСЕЧЕНИИ ПАР КРИВЫХ НА ПОВЕРХНОСТЯХ
Т е о р е м а 2. Пусть γ1, γ2 : S
1 → S – две замкнутые кривые
на поверхности S , которая не обязательно компактна. Отличные
от нуля полуиндексы классов Нильсена точек пересечения равны 1.
(a) Пусть (γ1, γ2) — неспециальная пара. Тогда все существенные
классы Нильсена точек пересечения кривых γ1, γ2 являются неспе-
циальными и выполняется свойство Векена для задачи о пересече-
нии
MI[γ1, γ2] = NI
∗[γ1, γ2] = NI[γ1, γ2] .
Если γ1 ≃ γ
k , γ2 ≃ γ
ℓ , где k, ℓ ∈ Z и кривая γ негомотопна
собственной степени никакой замкнутой кривой на S , то
MI[γ1, γ2] = NI
∗[γ1, γ2] = NI[γ1, γ2] = |k · ℓ| ·NI[γ] .
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(b) Пусть (γ1, γ2) — специальная пара. Если S = RP
2 , то γ1 ≃
γ2 6≃ 0,
MI[γ1, γ2] = NI
∗[γ1, γ2] = NI[γ1, γ2] = 1
и все точки пересечения образуют существенный специальный (и
даже дефективный) класс Нильсена. Если S 6= RP 2, то γ1 ≃ γ
k ,
γ2 ≃ γ
ℓ , где числа k, ℓ ∈ Z нечетны, а замкнутая кривая γ меняет
ориентацию и негомотопна собственной степени никакой замнутой
кривой на S ; при этом
MI[γ1, γ2] = |k · ℓ| ·NI[γ] + min{|k|, |ℓ|} ,
NI∗[γ1, γ2] = NI[γ1, γ2] = |k · ℓ| ·NI[γ] + gcd(k, ℓ)
и ровно gcd(k, ℓ) существенных классов точек пересечения кривых
γ1, γ2 являются специальными; каждый из этих классов содержит
не менее min{|k1|,|k2|}gcd(k1,k2) точек пересечения, хотя дефективен.
Согласно теореме 2, в задаче о пересечении замкнутых кривых
свойство Векена нарушается в точности для тех специальных пар
кривых, где никакая из кривых негомотопна степени другой кривой,
причем нарушение свойства Векена происходит за счет специальных
существенных классов Нильсена.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Случай, когда одна из кривых γ1, γ2
стягиваема, очевиден: пара неспециальна и MI[γ1, γ2] = NI[γ1, γ2] =
0. Поэтому можно считать, что π1(S) 6= 0 и что обе кривые нестяги-
ваемы. Если S = RP 2 и γ1 ≃ γ2 6≃ 0, то пара является специальной и
равенство MI[γ1, γ2] = NI[γ1, γ2] = RI[γ1, γ2] = 1 очевидно; кроме
того, легко проверяется, что все точки пересечения дефективны и
попарно эквивалентны по Нильсену. Поэтому далее считаем, что
|π1(S)| = ∞ и что обе кривые нестягиваемы.
Так как образ любой гомотопии является компактным связным
подмножеством в S , можно считать, что S является компактной
связной поверхностью (с краем или без) и, в силу допущенных
предположений, χ(S) ≤ 0. Известно, что в этом случае на S суще-
ствует риманова метрика, у которой кривизна всюду неположительна
и каждая компонента края является геодезической. Пусть γ′1, γ
′
2 –
кратчайшие кривые, гомотопные кривым γ1, γ2 в S ; тогда γ
′
1, γ
′
2
являются замкнутыми геодезическими (и наоборот: любая замкнутая
геодезическая является кратчайшей замкнутой кривой в своем классе
гомотопии). Далее будем обозначать γ′1, γ
′
2 через γ1, γ2 соответствен-
но. Рассмотрим два случая:
Случай 1. Предположим, что не существует замкнутой кривой γ
на S и чисел k, ℓ ∈ Z, таких, что γ1 ≃ γ
k , γ2 ≃ γ
ℓ . Тогда пара
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(γ1, γ2) неспециальна и геодезические γ1, γ2 пересекаются трансвер-
сально в любой точке пересечения. Если бы существовала специаль-
ная точка пересечения или две эквивалентные точки пересечения,
то поднятия γ˜1, γ˜2 кривых γ1, γ2 в универсальную накрывающую
поверхность S˜ имели бы две точки трансверсального пересечения.
Последнее противоречит тому факту, что любые две геодезические в
односвязном римановом многообразии неположительной секционной
кривизны либо совпадают, либо имеют не более одной общей точки.
Следовательно, MI[γ1, γ2] = NI[γ1, γ2], все существенные классы
Нильсена неспециальны и имеют полуиндекс 1.
Случай 2. Предположим, что γ1 ≃ γ
k , γ2 ≃ γ
ℓ для некоторой
замкнутой кривой γ на S и чисел k, ℓ ∈ Z. Можно считать, что γ
является геодезической и не гомотопна собственной степени никакой
замкнутой кривой на S , и γ1 = γ
k , γ2 = γ
ℓ . Пусть число точек
самопересечения геодезической γ равно 2n (точки вида (v1, v2) и
(v2, v1) считаются различными). Из доказательства теоремы 1 (a)
следует, что
MI[γ] = NI[γ] = 2n
и все точки самопересечения кривой γ неспециальны и попарно
неэквивалентны (в частности, неэквивалентны точки вида (v1, v2) и
(v2, v1)).
(a) Пусть (γ1, γ2) – неспециальная пара. Тогда либо кривая γ
сохраняет ориентацию, либо одно из чисел k, ℓ четно, скажем ℓ. По-
этому можно сдвинуть кривую γ2 в “нормальном” к γ направлении,
так, чтобы новая замкнутая кривая γ′2 шла “параллельно” γ . Тогда
γ1 и γ
′
2 имеют |kℓ| · 2n точек пересечения. Если бы γ1 и γ
′
2 имели
специальную точку пересечения или две различные эквивалентные
точки пересечения, то кривая γ имела бы либо специальную точку
самопересечения, либо две эквивалентные точки самопересечения
(например, эквивалентные точки вида (v1, v2) и (v2, v1)), противоре-
чие. Следовательно, все точки пересечения кривых γ1, γ
′
2 неспециаль-
ны, попарно неэквивалентны и имеют полуиндексы 1. Значит,
MI[γ1, γ2] = NI[γ1, γ2] = |k · ℓ| ·NI[γ]
и среди существенных классов нет специальных.
(b) Пусть (γ1, γ2) – специальная пара. Тогда γ меняет ориента-
цию, а числа k, ℓ нечетны. Пусть для определенности |k| ≤ |ℓ|.
Как в доказательстве леммы 3 и теоремы 1, разъединим концы
кривой γ2 и сдвинем ее в “нормальном” к γ направлении так, что-
бы новая (незамкнутая) кривая γ′2 шла “параллельно” γ , при этом
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начальной точкой на кривой γ выбирается точка γ(v), являющаяся
образом лишь одного значения v ∈ S1 при отображении γ . При таком
“сдвиге” кривая γ′2 обходит вдоль γ нечетное число раз |ℓ| и, сле-
довательно, остается незамкнутой. “Замкнем” кривую γ′2 коротким
отрезком σ , пересекающим γ в единственной точке γ(v); получим
замкнутую кривую γ′′2 = γ
′
2 · σ .
По построению кривые γ1 и γ
′
2 имеют |k · ℓ| · 2n точек пересе-
чения. Если бы одна из этих точек являлась специальной точкой
пересечения кривых γ1, γ
′′
2 или две из этих точек были эквивалентны,
то геодезическая γ имела бы либо специальную точку самопересе-
чения, либо две эквивалентные точки самопересечения (например,
две эквивалентные точки вида (v1, v2) и (v2, v1)), противоречие. По
построению кривые γ1 и σ имеют |k| точек пересечения, причем все
они являются специальными (и даже самосокращающими, см. опре-
деление 1 (c)) точками пересечения кривых γ1, γ
′′
2 . Таким образом,
кривые γ1 и γ
′′
2 = γ
′
2 ·σ имеют ровно |k ·ℓ| ·2n+ |k| точек пересечения,
из которых |k · ℓ| · 2n точек неспециальны и попарно неэквивалентны
по Нильсену, а остальные |k| = min{|k|, |ℓ|} точек специальны.
Ниже мы покажем, что кривые γ1, γ
′′
2 имеют ровно gcd(k, ℓ) спе-
циальных существенных классов Нильсена точек пересечения, при-
чем любая пара кривых, гомотопная (γ1, γ
′′
2 ), имеет не менее
|k|
gcd(k,ℓ)
точек пересечения в каждом специальном существенном классе
Нильсена. Этим будут доказаны формулы для MI[γ1, γ2] и NI[γ1, γ2],
а также все остальные требуемые утверждения.
Пусть ∗ = γ(0) – базисная точка поверхности S , [γ] ∈ π1(S, ∗) –
гомотопический класс кривой γ в S , и пусть p : S˜ → S – накрытие
поверхности S с базисной точкой ∗˜ ∈ p−1(∗), отвечающее цикличе-
ской подгруппе p#π1(S˜, ∗˜) = 〈[γ]〉 фундаментальной группы π1(S, ∗) с
образующей [γ]. Обозначим через γ˜ поднятие кривой γ в S˜ . Заметим,
что S˜ гомеоморфно листу Мебиуса M \ B без некоторого подмно-
жества его края B ⊂ ∂M , причем кривая γ˜ является центральной
окружностью листа Мебиуса M .
Рассмотрим поднятия γ˜1, γ˜
′′
2 кривых γ1, γ
′′
2 на накрывающую по-
верхность S˜ = M \ B , лежащую в листе Мебиуса M . Из леммы 3
следует, что кривые γ˜1, γ˜
′′
2 имеют ровно gcd(k, ℓ) существенных (и де-
фективных) классов Нильсена точек пересечения. Заметим, что если
точка пересечения кривых γ1, γ
′′
2 является (самосокращающей) точ-
кой пересечения “поднятых” кривых γ˜1, γ˜
′′
2 , то она является специаль-
ной (и самосокращающей) и все эквивалентные ей точки пересечения
тоже “поднимаются” и имеют такие же индексы, причем эквивалент-
34
ность этих точек по отношению к “поднятым” кривым γ˜1, γ˜
′′
2 равно-
сильна их эквивалентности по отношению к самим кривым γ1, γ
′′
2 , от-
куда полуиндекс любого класса Нильсена для пары (γ˜1, γ˜
′′
2 ) совпадает
с его полуиндексом для пары (γ1, γ
′′
2 ). Следовательно, γ1, γ
′′
2 имеют не
менее gcd(k, ℓ) специальных существенных (и дефективных) классов
Нильсена точек пересечения. По свойствам накрытий любые кривые
γ′1, γ
′′′
2 , гомотопные кривым γ1, γ
′′
2 в S , допускают поднятие в S˜ ; при
этом “поднятые” кривые γ˜′1, γ˜
′′′
2 гомотопны кривым γ˜1, γ˜
′′
2 в S˜ . По лем-
ме 3 любая пара кривых, гомотопных (γ˜1, γ˜
′′
2 ) на листе Мебиуса M ,
имеет не менее min{|k|,|ℓ|}gcd(k,ℓ) точек пересечения в каждом существенном
классе Нильсена. В частности, “поднятая” пара (γ˜′1, γ˜
′′′
2 ) на S˜ имеет
не менее min{|k|,|ℓ|}gcd(k,ℓ) точек пересечения в каждом существенном классе
Нильсена. Следовательно, исходная пара кривых (γ′1, γ
′′′
2 ) на S име-
ет не менее gcd(k, ℓ) специальных существенных классов Нильсена
точек пересечения, каждый из которых содержит не менее min{|k|,|ℓ|}gcd(k,ℓ)
точек пересечения, дефективен и имеет полуиндекс 1.
Как показано выше, среди существенных классов Нильсена име-
ется ровно |k · ℓ| ·NI[γ] неспециальных классов.
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